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Laplaciens de graphes infinis I ∗
Graphes me´triquement complets†
Nabila Torki-Hamza‡
27 fe´vrier 2018
A la me´moire de mon pe`re Pr. Dr. Ing. Be`chir Torki (1931-2009)
Re´sume´: On introduit le Laplacien ∆ω,c d’un graphe G localement fini ponde´re´ a` la
fois sur les sommets et sur les areˆtes, ainsi que la notion d’ope´rateur de Schro¨dinger
∆1,a + W . Pour les graphes a` poids constants sur les sommets, on e´tend un re´sultat
de Wojciechowski pour le Laplacien et un re´sultat de Dodziuk pour les ope´rateurs de
Schro¨dinger concernant le caracte`re essentiellement auto-adjoint.
Le re´sultat principal de ce travail e´tablit que pour les graphes ponde´re´s a` valence borne´e
et me´triquement complets, le Laplacien ∆ω,c est essentiellement auto-adjoint, et il en
va de meˆme pour l’ ope´rateur ∆1,a +W pourvu que la forme quadratique associe´e soit
minore´e. La preuve fait appel a` la construction d’une fonction harmonique strictement
positive qui permet d’e´crire l’ope´rateur de Schro¨dinger ∆1,a +W comme un Laplacien
a` poids ∆ω,c a` transformation unitaire pre`s.
1 Introduction
Cet article est le premier d’une se´rie de 3 articles (les deux autres sont
[C-To-Tr-1] et [C-To-Tr-2]) qui sont consacre´s a` la the´orie spectrale des ope´rateurs
de type Laplacien et Schro¨dinger sur les graphes infinis. Nous e´tendons au cas
des graphes infinis un certain nombre de re´sultats classiques sur les Laplaciens et
ope´rateurs de Schro¨dinger sur les varie´te´s Riemanniennes non compactes.
Un des re´sultats principaux de cet article, le the´ore`me 6.2, est que le Laplacien
d’un graphe ponde´re´ a` valence borne´e me´triquement complet est essentiellement
auto-adjoint. Le the´ore`me 1.3.1 de [Wo] et le the´ore`me 3.1 de [Jo] en sont des cas
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particuliers. La notion de comple´tude utilise´e pour les graphes est relative a` une
distance fabrique´e a` l’aide des poids sur les sommets et sur les areˆtes.
Dans le 2e`me article, nous nous inte´resserons au cas des graphes me´triquement
non complets et donnerons des conditions de croissance du potentiel assurant
qu’un ope´rateur de Schro¨dinger est essentiellement auto-adjoint. Et le 3e`me ar-
ticle traite le cas avec champ magne´tique.
La recherche de conditions pour qu’un ope´rateur de Schro¨dinger soit essen-
tiellement auto-adjoint est un proble`me classique de la physique mathe´matique.
Beaucoup de travaux sont consacre´s a` l’ope´rateur de Schro¨dinger dans Rn ; se-
lon [B-M-S], le premier article sur ce sujet est celui de Weyl [Wey] et les livres
[RS] contiennent les re´sultats classiques. Plus tard Gaffney a prouve´ dans [Ga1] et
[Ga2] (voir aussi [Ch], [St]) que le Laplacien d’une varie´te´ Riemannienne comple`te
est essentiellement auto-adjoint . Et dans [Ol], (voir aussi [Sh], [Shu]), il est
prouve´ qu’un ope´rateur de Schro¨dinger sur une varie´te´ Riemannienne comple`te
est essentiellement auto-adjoint de`s que le potentiel ve´rifie une condition de mi-
noration.
Plusieurs de´finitions de Laplaciens sur les graphes, analogues a` celle du La-
placien de Beltrami des varie´te´s Riemanniennes, ont e´te´ propose´es telles que les
Laplaciens de graphes quantiques (voir [E-Ke-Ku-S-T], [Ku], [Ca]) et les Lapla-
ciens combinatoires (voir [Col], [Wo], [Go-Sch],[Jo]), ou Laplaciens physiques(voir
[Web]).
Dans ce travail, un type diffe´rent de Laplacien, note´ ∆ω,c , est introduit pour
un graphe localement fini ponde´re´ par un poids ω sur les sommets et une conduc-
tance c sur les areˆtes. Il ge´ne´ralise aussi bien le “Laplacien combinatoire” dans
[Wo] (qui n’est autre que ∆1,1) que le “graph Laplacian” dans [Jo] (qui est ∆1,c) .
Cette notion a e´te´ de´ja` introduite dans le cas des graphes finis [To], [Col].
On donne dans la section 2 certaines proprie´te´s imme´diates du Laplacien ∆ω,c
et on montre qu’il est unitairement e´quivalent par une transformation diagonale
a` un ope´rateur de Schro¨dinger de la forme ∆1,a +W .
Dans la section 3, en s’inspirant de la me´thode de [Wo], on de´montre que,
si le poids ω est constant, l’ope´rateur ∆ω,c est essentiellement auto-adjoint . La
me´thode utilise´e permet aussi de prouver que si on lui ajoute un potentiel W
minore´ il reste essentiellement auto-adjoint .
La section 4 est une partie consacre´e a` la construction d’une fonction Φ
strictement positive et harmonique pour un ope´rateur de Schro¨dinger positif.
Cette construction fait appel a` l’ine´galite´ de Harnak locale, a` la re´solution d’un
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proble`me de Dirichlet et au principe du minimum pour les graphes. Une telle
fonction Φ est utilise´e dans la section 5 pour montrer le re´sultat important que
tout ope´rateur de Schro¨dinger positif est unitairement e´quivalent a` un Laplacien.
On conside`re, dans la section 6, le cas des graphes a` valence borne´e. Pour
un ope´rateur de Schro¨dinger donne´ ∆1,a +W , on introduit une distance δa sur
le graphe, et on montre que si le graphe est complet pour cette distance et si la
forme quadratique associe´e a` cet ope´rateur est borne´e infe´rieurement, l’ope´rateur
de Schro¨dinger ∆1,a+W est essentiellement auto-adjoint . Ce re´sultat n’est pas
un cas particulier de celui du the´ore`me 3.2, on e´tudie un contre-exemple pour
cela. On de´duit aussi, dans cette section, un re´sultat analogue pour le Laplacien
∆ω,c , il s’agit du re´sultat principal de cet article qui est une ge´ne´ralisation du
the´ore`me de Gaffney au cas des graphes me´triquement complets.
2 Pre´liminaires
Soit G un graphe connexe, infini et localement fini. Nous de´signons par V
l’ensemble de ses sommets et par E celui de ses areˆtes. Pour deux sommets x
et y de V , nous notons x ∼ y s’ils sont relie´s par une areˆte qui sera de´signe´e
par {x, y} ∈ E . Lorsque dans certains calculs, le graphe G est suppose´ oriente´,
nous notons [x, y] l’areˆte d’origine x et d’extre´mite´ y , et nous de´signons par E
l’ensemble des areˆtes oriente´es. Il est a` signaler qu’aucun re´sultat ne de´pend de
l’orientation.
L’ensemble des fonctions sur V est note´ par
C (V ) = {f : V −→ R}
et celui des fonctions a` support fini par C0 (V ). Soit ω : V −→ R⋆+ une fonction
poids sur les sommets, conside´rons l’ensemble
l2ω (V ) =
{
f : V −→ R ;
∑
x∈V
ω2x|f (x) |2 <∞
}
.
L’espace l2ω (V ) muni du produit scalaire donne´ par :
〈f, g〉l2ω =
∑
x∈V
ω2xf (x) .g (x)
est un espace de Hilbert isomorphe a`
l2 (V ) =
{
f : V −→ R ;
∑
x∈V
|f (x) |2 <∞
}
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par la transformation unitaire
Uω : l
2
ω (V ) −→ l2 (V )
de´finie par
Uω (f) = ωf .
Remarque 2.1 Si le poids ω est constant e´gal a` ω0 > 0 (c’est a` dire que : pour
tout x∈ V , on a ωx = ω0) , alors
l2ω0 (V ) = l
2 (V ) .
De´finition 2.1 Le Laplacien du graphe G ponde´re´ par un poids ω : V −→ R⋆+
sur les sommets et une conductance c : E −→ R⋆+ sur les areˆtes, est l’ ope´rateur
sur l2ω (V ) , qu’on note ∆ω,c , donne´ par :
(∆ω,cf) (x) =
1
ω2x
∑
x∼y
c{x,y} (f (x)− f (y))
pour tout f ∈ l2ω (V ) et pour tout sommet x de V .
Remarque 2.2 Voici quelques proprie´te´s simples de ces Laplaciens dont cer-
taines sont inspire´es de [Col] et [Dod] :
1. L’ope´rateur ∆ω,c est syme´trique sur l
2
ω (V ) avec domaine C0(V ) ; la forme
quadratique associe´e est
Qc(f) =
∑
{x,y}∈E
c{x,y}(f(x)− f(y))2
est positive.
2. L’ope´rateur ∆ω,c s’annule pour les fonctions constantes, de`s que le poids ω
appartient a` l2 (V ) .
3. Le graphe G e´tant localement fini, cet ope´rateur est bien de´fini sur C0(V ) ,
car les sommes qui interviennent sont finies.
4. C’est un ope´rateur local, au sens que (∆ω,cf) (x) ne de´pend que des valeurs
de f aux sommets voisins de x. On peut ainsi conside´rer le Laplacien ∆ω,c
comme un ope´rateur diffe´rentiel sur le graphe G .
5. Cet ope´rateur est elliptique, puisque pour chaque areˆte {x, y} de G , le
coefficient c{x,y} n’est pas nul.
6. La fonction c ne de´pend pas de l’orientation de l’areˆte, et on a : c{x,y} =
c{y,x} , pour tous sommets x et y .
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Pour se ramener au meˆme espace de fonctions l2 (V ) , nous utilisons la trans-
formation unitaire Uω . Et plus pre´cise´ment, la proposition 2.1, affirme que ∆ω,c
est unitairement e´quivalent a` un ope´rateur de Schro¨dinger du graphe G dont
ci-dessous la de´finition .
De´finition 2.2 Un ope´rateur de Schro¨dinger du graphe G est un ope´rateur de
la forme ∆1,a +W ope´rant sur l
2 (V ) , ou` W est une fonction re´elle sur V et a
est une fonction strictement positive sur E .
Proposition 2.1 Si
∆̂ = Uω∆ω,cU
−1
ω ,
alors ∆̂ est un ope´rateur de Schro¨dinger de G et on a plus pre´cise´ment
∆̂ = ∆1,a +W
ou` a est la fonction strictement positive sur E donne´e par :
a{x,y} =
c{x,y}
ωxωy
et le potentiel W : V −→ R est donne´ par :
W = − 1
ω
∆1,aω .
Preuve.–
Pour g ∈ C0 (V ), calculons
(
∆̂g
)
(x) .(
∆̂g
)
(x) = ωx
(
∆ω,cUω
−1g
)
(x)
=
1
ωx
∑
{x,y}∈E
c{x,y}
(
g (x)
ωx
− g (y)
ωy
)
=
∑
{x,y}∈E
c{x,y}
ωxωy
(g (x)− g (y)) + g (x) 1
ωx
∑
{x,y}∈E
c{x,y}
(
1
ωx
− 1
ωy
)
= (∆1,ag) (x) +W (x) g (x) .
ou` ∆1,a de´signe le Laplacien sur G ponde´re´ par la fonction constante
ω ≡ 1 sur V et par la fonction strictement positive a sur E donne´e
par :
a{x,y} =
c{x,y}
ωxωy
et ou` le potentiel W : V −→ R est de´fini par :
W (x) =
1
ωx
∑
{x,y}∈E
c{x,y}
(
1
ωx
− 1
ωy
)
= − 1
ωx
(∆1,aω) (x) .
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Remarque 2.3 Dans le lemme 2.1, il est possible d’obtenir la fonction W stric-
tement ne´gative alors que le Laplacien est positif : on prend par exemple le graphe
G avec V = N⋆ et n ∼ n + 1 pour tout n ∈ N⋆, et on suppose que G est ponde´re´
par le poids ωn =
1
n
sur les sommets et par la conductance c{n,n+1} = (n + 1)
2
sur les areˆtes ; alors W (n) = −n (2n+ 1) < 0 .
3 Extension des re´sultats de Wojciechowski et
Dodziuk
Nos deux premiers the´ore`mes sont des extensions des re´sultats de R.K. Wojcie-
chowski et J. Dodziuk concernant la proprie´te´ d’eˆtre essentiellement auto-adjoint.
Rappelons d’abord cette de´finition.
De´finition 3.1 Un ope´rateur line´aire syme´trique non borne´ dans un espace de
Hilbert est dit essentiellement auto-adjoint s’il posse`de une unique extension auto-
adjointe.
On e´crira ESA (essentially self-adjoint) , comme abre´viation.
Pour de´montrer cette proprie´te´ ESA, le crite`re 3.1 , extrait du the´ore`me X.26
dans [RS] , est tre`s pratique.
Crite`re 3.1 L’ope´rateur syme´trique de´fini positif ∆ : C0 (V ) −→ l2(V ) est
essentiellement auto-adjoint si et seulement si Ker (∆⋆ + 1) = {0} .
De la de´finition de l’adjoint ∆⋆ d’un ope´rateur ∆ : C0 (V ) −→ l2 (V ) , nous
pouvons de´duire que :
Dom (∆⋆) = {f ∈ l2 (V ) ; ∆f ∈ l2 (V )} .
Nous allons alors montrer, en utilisant une ide´e dans la preuve du the´ore`me 1.3.1
[Wo] , le re´sultat suivant.
The´ore`me 3.1 Si le poids ω est constant sur V alors pour toute conductance
c sur E, le Laplacien ∆ω,c , avec comme domaine C0 (V ) , est essentiellement
auto-adjoint.
Preuve.–
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Soit ω0 un re´el strictement positif, et ω ≡ ω0 sur V . On conside`re g
une fonction sur V ve´rifiant : ∆ω0,cg + g = 0.
Supposons qu’il existe x0 dans V tel que g (x0) > 0.
L’e´galite´
∆ω0,cg (x0) + g (x0) = 0
entraine
1
ω20
∑
y∼x0
c{x0,y} (g (x0)− g (y)) + g (x0) = 0 .
Donc il existe au moins un sommet x1 pour lequel g (x0) < g (x1) ,
puisque ω0 > 0 et c{x,y} > 0 pour tout {x, y} ∈ E . On re´ite`re ensuite
avec x1 , et on construit ainsi une suite strictement croissante de re´els
strictement positifs (g (xn))n . Ce qui entraine que la fonction g n’est
pas dans l2 (V ) . Un meˆme raisonnement est utilise´ en supposant
g (x0) < 0 .

Remarque 3.1 Le the´ore`me 1.3.1 dans [Wo] est un cas particulier du the´ore`me
3.1 .
On peut, avec un raisonnement analogue, de´montrer le the´ore`me suivant.
The´ore`me 3.2 Si W : V −→ R est un potentiel minore´ et si ω0 est un poids
constant sur V , alors pour toute conductance c : E −→ R+, l’ope´rateur de
Schro¨dinger ∆ω0,c + W , avec pour domaine C0 (V ), est essentiellement auto-
adjoint .
Preuve.–
Soit κ un re´el minorant le potentiel W . On proce`de comme dans la
preuve du the´ore`me 3.1 , en conside´rant une fonction g sur V ve´rifiant :
∆ω0,cg +Wg + κ1g = 0 , avec κ+ κ1 ≥ 1 .

Remarque 3.2 J. Dodziuk affirme par le the´ore`me 1.2 dans [Dod] que A +W
est essentiellement auto-adjoint si l’ope´rateur A est syme´trique positif borne´ sur
l2(V ) et si W est minore´.
Dans le the´ore`me 3.2 , l’ope´rateur A est note´ ∆1,c et nous pouvons conclure
que ce the´ore`me est plus ge´ne´ral que celui de Dodziuk, puisque ∆1,a + W est
essentiellement auto-adjoint si W est minore´, meˆme si l’ope´rateur A = ∆1,a
n’est pas borne´ sur l2(V ) , en prenant par exemple le graphe localement fini a`
valence non borne´e et a ≡ 1 .
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4 Construction d’une fonction harmonique sur
les sommets
Nous allons construire une fonction Φ strictement positive et harmonique sur
les sommets qui sera utile dans la section 5 .
The´ore`me 4.1 Soit P un ope´rateur de Schro¨dinger sur l2 (V ) tel que pour tout
f ∈ C0 (V ) \ {0} , 〈Pf, f〉l2 > 0 . Alors il existe une fonction Φ strictement
positive et P−harmonique sur V .
La preuve du the´ore`me 4.1 s’appuie sur le lemme 4.1 qui donne l’ine´galite´
de Harnack locale pour les graphes. Nous pre´sentons d’abord les de´finitions sui-
vantes :
De´finition 4.1 Un sous-graphe G′ de G est un graphe dont l’ensemble des som-
mets est inclus dans V et celui des areˆtes est un sous-ensemble de E .
De´finition 4.2 Pour un sous-graphe K de G , on de´finit :
– l’inte´rieur de K qu’on note
◦
K
◦
K = {x ∈ K; y ∼ x⇒ y ∈ K}
– le bord de K qu’on note ∂K
∂K = K \
◦
K = {x ∈ K ; ∃y ∈ V \K, y ∼ x}
– K est connexe si et seulement si pour tous x et y de K il existe des sommets
x1, x2, ..., xn , tels que
xi ∈ K, x1 = x, xn = y, {xi, xi+1} ∈ E
pour tout 1 ≤ i ≤ n− 1 .
Lemme 4.1 Soit P un ope´rateur de Schro¨dinger sur l2 (V ) . Pour tout sous-
graphe fini K d’inte´rieur connexe fini, il existe une constante k > 0 telle que,
pour toute fonction ϕ : V −→ R strictement positive sur les sommets de K et
ve´rifiant (Pϕ ) ↾
◦
K ≡ 0 , on a :
1
k
≤ ϕ (x)
ϕ (y)
≤ k
pour tous x, y ∈
◦
K .
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La re´solution du proble`me de Dirichlet fournie par le lemme 4.2 suivant, est
aussi utile pour la preuve du the´ore`me 4.1 .
Lemme 4.2 Soient P un ope´rateur de Schro¨dinger du graphe G tel que pour
tout f ∈ C0 (V ) \ {0} on ait 〈Pf, f〉l2 > 0 . Alors pour tout sous-graphe K de
G d’inte´rieur connexe fini et pour toute fonction u : ∂K −→ R , il existe une
fonction unique f sur K ve´rifiant les deux conditions suivantes :
(i) (Pf ) ↾
◦
K ≡ 0 .
(ii) f ↾ ∂K ≡ u .
De plus, si u est positive et non identiquement nulle, alors f est strictement
positive dans
◦
K .
Afin de prouver la stricte positivite´ dans le lemme 4.2 , nous allons utiliser le
“principe du minimum” pour les graphes, donne´ par le lemme 4.3 [Dod] .
Lemme 4.3 Soit P = ∆1,a + W un ope´rateur de Schro¨dinger sur le graphe
G , avec W > 0 , et soit K un sous-graphe fini de G d’inte´rieur connexe. On
suppose que f est tel que 〈Pf, f〉l2 ≥ 0 a` l’inte´rieur de K et qu’il existe un sommet
inte´rieur x0 tel que f (x0) soit minimum et ne´gatif. Alors f est constante sur K .
Preuve du lemme 4.2
– Pour l’unicite´, on suppose l’existence de deux fonctions f et g a`
supports finis dans K ve´rifiant les deux conditions du the´ore`me,
alors il s’ensuit que P (f − g) ≡ 0 a` l’inte´rieur de K , et que
(f − g) ↾ ∂K ≡ 0 . Ce qui entraine que 〈P (f − g) , f − g〉l2 = 0 .
On en de´duit, par l’hypothe`se faite sur P que (f − g) est iden-
tiquement nulle, d’ou` l’unicite´.
– L’unicite´ implique l’existence car l’espace des fonctions sur K
est de dimension finie.
– Pour la stricte positivite´, on prend u positive et non identique-
ment nulle et on raisonne par l’absurde pour montrer que f est
strictement positive a` l’inte´rieur de K . On suppose qu’il existe
un sommet dans
◦
K dont l’image par f est ne´gative. On conside`re
alors un sommet x0 re´alisant le minimum de f sur
◦
K qui est fini
et connexe. On a ainsi f (x0) ≤ 0 et Pf nulle sur
◦
K . Et d’apre`s
le lemme 4.1 , l’application f est constante ne´gative sur K . Ce
qui est impossible, vu que f ↾ ∂K ≡ u et qu’on a suppose´ u ≥ 0
et non identiquement nulle. D’ou` f est strictement positive sur
K .
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La preuve de l’ine´galite´ de Harnak est inspire´e des de´monstrations du lemme
1.6 et du corollaire 2.3 dans [Dod] , en remarquant que la constante k qu’on
trouve ne de´pend pas de la fonction ϕ .
Preuve du lemme 4.1
On conside`re un sous-graphe K fini d’inte´rieur connexe, et une fonc-
tion ϕ : V −→ R strictement positive sur les sommets de K et
P−harmonique sur
◦
K . Soient x et y deux sommets de
◦
K .
(i) On suppose d’abord que {x, y} est une areˆte.
Comme (Pϕ) (x) = 0 , c’est a` dire que∑
z∼x
a{x,z} [ϕ (x)− ϕ (z)] +W (x)ϕ (x) = 0 ,
alors (∑
z∼x
a{x,z}
)
ϕ (x) +W (x)ϕ (x) =
∑
z∼x
a{x,z}ϕ (z) .
On obtient, par la positivite´ de ϕ et des a{x,z} , l’ine´galite´ sui-
vante : [
W (x) +
∑
z∼x
a{x,z}
]
ϕ (x) > a{x,y}ϕ (y) .
On note : α = min
{
a{r,s}; r, s ∈ K, r ∼ s
}
et
A =
∑
r,s∈K,r∼s
a{r,s} .
Comme K est fini, on a : α > 0 et A <∞ . D’ou` en notant :
k0 =
max (0,maxK W ) + A
α
,
on a : k0 > 0 , et on obtient :
1
k0
≤ ϕ (x)
ϕ (y)
≤ k0 .
(ii) Maintenant si les sommets x et y ne sont pas relie´s par une
areˆte, par la connexite´ de
◦
K , il existe un chemin de sommets
conse´cutifs : x1 = x, x2, x3,...,xd = y reliant x a` y dans
◦
K . On
obtient alors :
1
k0
≤ ϕ (xi)
ϕ (xi+1)
≤ k0 , pour1 ≤ i ≤ d− 1 ,
10
et par suite, en prenant k = kd0 , on obtient
1
k
≤ ϕ (x)
ϕ (y)
≤ k .

Preuve du the´ore`me 4.1
On suppose que 〈Pf, f〉 > 0 pour toute fonction f ∈ C0 (V ) \ {0} .
Soit x0 un sommet fixe´ de V , pris comme “origine”. On conside`re pour
n ≥ 1, le sous-graphe Gn issu de G, dont l’ensemble des sommets est
la boule de centre x0 et de rayon n , qu’on notera Bn ,
Bn = {x ∈ V ; d (x0, x) ≤ n}
ou` d (x, y) est la distance combinatoire entre deux sommets x et y de
V , qui est le nombre d’areˆtes du plus court chemin d’areˆtes reliant x a`
y . La boule Bn est connexe et on applique le lemme 4.2 , en la prenant
pour K , et en choisissant pour fonction u la fonction constante e´gale
a` 1 sur ∂Bn .
On va proce´der en trois e´tapes :
– 1e`re e´tape : Il existe une fonction ψn ∈ C0 (V ) ve´rifiant Pψn ≡
0 , et telle que ψn > 0 a` l’inte´rieur de Bn et constante e´gale a`
1 sur ∂Bn . On conside`re alors la fonction Φn ∈ C0 (V ) de´finie
par :
Φn (x) =
ψn (x)
ψn (x0) .
Elle ve´rifie les quatre conditions suivantes :
i. Φn (x0) = 1 .
ii. PΦn ≡ 0 a` l’inte´rieur de Bn .
iii. Φn ↾ ∂Bn ≡ 1
ψn (x0)
constante strictement positive.
iv. Φn > 0 sur Bn .
– 2e`me e´tape : Soit x un sommet de V , on fixe n0 tel que x soit a`
l’inte´rieur de Bn0 . Alors pour tout n ≥ n0 , on a : Bn0 ⊆ Bn . De
plus Φn est strictement positive sur Bn0 et est P−harmonique
a` l’inte´rieur de Bn0 . Donc d’apre`s le lemme 4.1 , il existe une
constante kn0 > 0 tel que l’on ait :
1
kn0
≤ Φn (x)
Φn (x0)
≤ kn0 .
Et comme Φn (x0) = 1 , on obtient :
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1kn0
≤ Φn (x) ≤ kn0 .
Il s’ensuit que l’ensemble {Φn (x)}n≥n0 est inclus dans le segment[
1
kn0
, kn0
]
.
– 3e`me e´tape : On conside`re dans RV le sous-ensemble
C =
∏
x∈V
[
1
kn0
, kn0
]
.
Comme la suite (Φn)n≥n0 est une suite du compact C , elle admet
une sous-suite convergente
(
Φh(n)
)
n≥n0
pour la topologie de RV
vers une fonction Φ qui ve´rifie en particulier les deux conditions
suivantes :
i. Φ est strictement positive sur V , puisque Φ (x) ∈
[
1
kn0
, kn0
]
,
pour tout sommet x de V .
ii. PΦ ≡ 0 sur V , puisque lim
n→∞
PΦh(n) (x) = PΦ (x) , pour
tout x de V .

La fonction Φ fournie par le the´ore`me 4.1 sert a` la construction de la trans-
formation unitaire dans le the´ore`me 5.1 .
5 Tout ope´rateur de Schro¨dinger positif est uni-
tairement e´quivalent a` un Laplacien
On va montrer qu’un ope´rateur de Schro¨dinger, sous une condition de positi-
vite´, est unitairement e´quivalent a` un Laplacien ∆ω,c .
The´ore`me 5.1 Soit P un ope´rateur de Schro¨dinger d’un graphe G . On suppose
que 〈Pf, f〉l2 > 0 pour toute fonction f ∈ C0 (V ) \ {0} . Alors il existe une
fonction poids ω : V −→ R⋆+ sur V et une fonction conductance c : E −→ R⋆+
sur E telles que l’ope´rateur P soit unitairement e´quivalent au Laplacien ∆ω,c sur
le graphe G .
Pour la preuve du the´ore`me 5.1, on utilise une fonction Φ qui est a` la fois
strictement positive et P−harmonique, fournie par le the´ore`me 4.1.
Preuve du the´ore`me 5.1
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Conside´rons P = ∆1,a + W un ope´rateur de Schro¨dinger sur G
ve´rifiant les hypothe`ses du the´ore`me. Par le the´ore`me 4.1 , il existe
une fonction Φ strictement positive et P−harmonique sur V . Alors
on obtient : W = −∆Φ
Φ
.
On pose ω = Φ et pour tout g ∈ l2 (V ) , on pose f = g
Φ
.
On va montrer que 〈Pg, g〉l2 = 〈∆ω,cf, f〉l2ω
〈Pg, g〉l2 = 〈∆(fΦ) +WfΦ, fΦ〉l2
= 〈∆(fΦ)− f∆Φ, fΦ〉l2
=
∑
x∈V
[∑
y∼x
a{x,y} (f (x) Φ (x)− f (y)Φ (y))
− f (x)
(∑
y∼x
a{x,y} [Φ (x)− Φ (y)]
)
f (x) Φ (x)
]
=
∑
x∈V
f (x) Φ (x)
∑
y∼x
a{x,y}Φ (y) [f (x)− f (y)]
=
∑
x∈V
Φ2 (x) f (x)
1
Φ2 (x)
∑
y∼x
a{x,y}Φ (x) Φ (y) [f (x)− f (y)]
En posant
c{x,y} = a{x,y}Φ (x) Φ (y) ,
il re´sulte que :
〈Pg, g〉l2 = 〈∆ω,cf, f〉l2ω
D’ou`
P = U−1∆ω,cU ,
avec U : l2 −→ l2ω de´finie par U (g) =
g
Φ
.
Ainsi P est unitairement e´quivalent au Laplacien ∆ω,c, avec ω ≡ Φ et
c donne´ par c{x,y} = a{x,y}Φ(x)Φ(y) .

6 Cas des graphes me´triquement complets
Nous adaptons au cas des graphes la me´thode de G. et I. Nenciu [Nen] utilisant
une estimation d’Agmon donne´e dans le lemme technique suivant utile pour la
preuve du the´ore`me 6.1 .
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Lemme 6.1 Soient H = ∆1,a + W un ope´rateur de Schro¨dinger sur G, λ un
nombre re´el et v ∈ C (V ) .
On suppose que v est une solution de l’e´quation : (H − λ) (v) = 0 . Alors pour
tout f ∈ C0 (V ) , on a :
〈fv, (H − λ) (fv)〉l2 =
∑
{x,y}∈E
a{x,y}v (x) v (y) [f (x)− f (y)]2
=
1
2
∑
x∈V
v (x)
∑
y∼x
a{x,y}v (y) [f (x)− f (y)]2 .
Preuve.–
On suppose que : (H − λ) (v) = 0 , c’est a` dire qu’on a pour tout
x ∈ V , ∑
y∼x
a{x,y} (v (x)− v (y)) +W (x) v (x) = λv (x)
Calculons S = 〈fv, (H − λ) (fv)〉l2
S =
∑
x∈V
f (x) v (x) [(H − λ) (fv)] (x)
=
∑
x∈V
f (x) v (x)W (x) f (x) v (x)− λf (x) v (x)
+
∑
x∈V
∑
y∼x
a{x,y} [f (x) v (x)− f (y) v (y)] .
Or par l’hypothe`se faite sur v , on a :
λf (x) v (x)−W (x) f (x) v (x) =
∑
y∼x
a{x,y}f (x) [v (x)− v (y)] .
On obtient alors, en remplac¸ant dans l’expression pre´ce´dente :
S =
∑
x∈V
f (x) v (x)
∑
y∼x
a{x,y}v (y) [f (x)− f (y)]
=
∑
x∈V
∑
y∼x
a{x,y}v (x) v (y)
[
f 2 (x)− f (x) f (y)]
Comme a{x,y} = a{y,x} , l’expression devient :
S =
∑
{x,y}∈E
a{x,y}v (x) v (y)
[
f 2 (x)− f (x) f (y) + f 2 (y)− f (x) f (y)]
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D’ou` finalement :
〈fv, (H − λ) (fv)〉l2 =
∑
{x,y}∈E
a{x,y}v (x) v (y) [f (x)− f (y)]2
=
1
2
∑
x∈V
v (x)
∑
y∼x
a{x,y}v (y) [f (x)− f (y)]2 .

De´finition 6.1 Un graphe G est dit a` valence borne´e, s’il existe un entier N tel
que pour tout x ∈ V on ait : ♯ {y ∈ V ; y ∼ x} ≤ N .
De´finition 6.2 Soit a une fonction strictement positive sur les areˆtes de G . On
de´finit la distance ponde´re´e par a sur G , qu’on note δa , par :
δa (x, y) = min
γ∈Γx,y
L (γ)
ou` Γx,y est l’ensemble de tous les chemins d’areˆtes γ : x1 = x, x2,...xn = y ,
reliant x a` y ; et L (γ) =
∑
1≤i≤n
1√
axixi+1
la longueur du chemin d’areˆtes γ .
The´ore`me 6.1 Soit H = ∆1,a +W un ope´rateur de Schro¨dinger sur un graphe
infini G a` valence borne´e et telle que sa me´trique de´finie par la distance δa est
comple`te. On suppose qu’il existe un re´el k telle que
〈Hg, g〉l2 ≥ k‖g‖2l2
pour tout g ∈ C0 (V ). Alors l’ope´rateur H , avec comme domaine C0 (V ), est
essentiellement auto-adjoint.
Preuve.–
Soit λ < k− 1 , on va montrer que si v ∈ l2 (V ) et ve´rifie l’e´quation
Hv = λv , alors v est identiquement nulle.
On fixe R > 0 et un sommet x0 qu’on prend comme origine. On
note :
BR = {x ∈ V ; δa (x0, x) ≤ R}
la boule de centre x0 et de rayon R pour la distance δa.
On conside`re la fonction f de´finie sur V par
f (x) = min (1, δa (x, V \BR+1)) .
On a ainsi :
f ↾ BR ≡ 1, f ↾ V \BR+1 ≡ 0 , f (BR+1 \BR) ⊆ [0, 1]
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Le support de f est inclus dans BR+1 qui est fini du fait que la
me´trique associe´e a` δa est comple`te.
Par l’hypothe`se faite sur H et vu que fv est a` support fini dans BR+1 ,
on obtient les minorations suivantes :
〈fv, (H − λ) (fv)〉l2 ≥ (k − λ)
∑
x∈BR+1
(fv)2 (x) ≥
∑
x∈BR
v2 (x)
D’autre part, en utilisant le lemme 6.1 , on obtient :
〈fv, (H − λ) (fv)〉l2 =
1
2
∑
x∈V
∑
y∼x
a{x,y}v (x) v (y) [f (x)− f (y)]2
≤ 1
2
∑
x∈V
∑
y∼x
a{x,y}v
2 (x) [f (x)− f (y)]2
en remarquant que a{x,y} = a{y,x} et que :
v (x) v (y) ≤ 1
2
(
v2 (x) + v2 (y)
)
.
Comme chacune des restrictions de f a` BR et a` V \ BR+1 sont des
fonctions constantes, alors l’ine´galite´ pre´ce´dente devient :
〈fv, (H − λ) (fv)〉l2 ≤
1
2
∑
x∈BR+1\BR
∑
y∼x
a{x,y}v
2 (x) [f (x)− f (y)]2
≤ 1
2
∑
x∈BR+1\BR
∑
y∼x
a{x,y}v
2 (x) (δa (x, y))
2
La dernie`re ine´galite´ est obtenue du fait que f est 1−Lipschitzienne
puisque qu’elle est minimum de deux fonctions 1−Lipschitziennes.
Etant donne´ que la distance δa satisfait l’ine´galite´ :
δa (x, y) ≤ 1√
a{x,y}
si {x, y} est une areˆte, et que la valence de G est uniforme´ment borne´e
par N , on trouve :
〈fv, (H − λ) (fv)〉l2 ≤
1
2
N
∑
x∈BR+1\BR
v2 (x)
Ainsi, pour tout R > 0 , on obtient :∑
x∈BR
v2 (x) ≤ 〈fv, (H − λ) (fv)〉l2 ≤
1
2
N
∑
x∈BR+1\BR
v2 (x)
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Et puisque v ∈ l2 (V ) , en faisant tendre R→∞ , on obtient :
lim
R→∞
∑
x∈BR+1\BR
v2 (x) = 0
et par suite ‖v‖2l2 = 0 .

The´ore`me 6.2 Soit G un graphe infini a` valence uniforme´ment borne´e et ∆ω,c
un Laplacien sur G. On suppose que la me´trique associe´e a` la distance δa est
comple`te, ou` a est la fonction donne´e par
a{x,y} =
c{x,y}
ωxωy
.
Alors l’ope´rateur ∆ω,c , avec domaine C0(V ), est essentiellement auto-adjoint.
Preuve.–
Par le lemme 2.1 l’ope´rateur ∆ω,c est unitairement e´quivalent a`
l’ope´rateur de Schro¨dinger H = ∆1,a +W , ou`
a{x,y} =
c{x,y}
ωxωy
et
W (x) =
1
ω2x
∑
y∼x
c{x,y}
(
1− ωx
ωy
)
Et on applique le the´ore`me 6.1 a` l’ope´rateur H qui ve´rifie les hy-
pothe`ses, puisque ∆ω,c est positif et qu’on a
〈Hg, g〉l2 =
〈
∆ω,c
g
ω
,
g
ω
〉
l2ω
dans la preuve du the´ore`me 5.1 .

Remarque 6.1 Le the´ore`me 6.1 n’est pas un cas particulier du the´ore`me 3.2.
En effet dans le the´ore`me 6.1 le potentiel W n’est pas ne´cessairement minore´. En
effet, prenons par exemple G tel que V = N \ {0, 1} et n ∼ n + 1 pour tout n .
Supposons que G est ponde´re´ par ωn =
1
n log n
sur V et connecte´ par cn = 1
sur E . La distance δa est donne´e par :
δa(n0, n) =
∑
n0≤k≤n
1√
ak,k+1
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or
1√
ak,k+1
=
1√
k(k + 1) log k log(k + 1)
∼
∞
1
k log k
,
donc δa (n0, n ) −→
n→∞
∞ , et la me´trique associe´e est comple`te.
De plus, en posant H = ∆1,a +W , nous avons : 〈Hg, g〉l2 =
〈
∆ω,c
g
ω
,
g
ω
〉
l2ω
≥ 0,
pour g ∈ C0(V ) . Alors que le potentiel W n’est pas minore´, puisqu’apre`s calculs,
nous obtenons :
W (n) = 2n2 log2 n− n logn [(n + 1) log(n+ 1) + (n− 1) log(n− 1)] ∼
∞
− log n
qui tend vers −∞ .
Remarque 6.2 Dans l’exemple de la remarque 6.1 , le choix du poids en fonction
de log est de´terminant. En effet, en prenant des fonctions puissances, on ne peut
pas avoir a` la fois la me´trique δa comple`te et le potentiel W non minore´. Prenons
par exemple G tel que V = N \ {0, 1} et n ∼ n + 1 pour tout n . Supposons que
G soit ponde´re´ par le poids ωn =
1
nα
sur V et la conductance cn =
1
nβ
sur E .
La distance δa est donne´e par :
δa(n0, n) =
∑
n0≤k≤n
kβ
(kα(k + 1)α)
1
2
.
Et un simple calcul montre que
δa est comple`te si et seulement si α− 1
2
β ≤ 1 .
Pour ce qui est du potentiel, le calcul donne :
Wn ∼ −α(α− β − 1)n2α−β−2 .
Ainsi pour α− 1
2
β ≤ 1 , Wn est constant ou bien tend vers 0 , donc il est minore´.
Remarque 6.3 La condition que la me´trique δa soit comple`te n’est pas une
condition ne´cessaire pour que le Laplacien ∆ω,c ou que l’ope´rateur de Schro¨dinger
∆1,a soit essentiellement auto-adjoint . En effet, soit G tel que V = N \ {0, 1}
et n ∼ n + 1 pour tout n . Pour tout poids a sur V le laplacien ∆1,a est essen-
tiellement auto-adjoint par le the´ore`me 3.1 . Alors que la me´trique δa n’est pas
ne´cessairement comple`te : par exemple lorsque an =
1
n2+ε
, pour ε > 0 .
Dans l’article [C-To-Tr-1] on donnera des conditions de croissance du potentiel
assurant qu’un ope´rateur de Schro¨dinger est essentiellement auto-adjoint dans le
cas des graphes me´triquement non complets.
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